
微分方程习题课

1、掌握一阶微分方程中可分离变量方程、一阶

线性方程 的求解；可降阶的微分方程的求解

2、掌握线性方程解的结构；高阶常系数齐次、

非齐次线性方程的求解

3、会解微分方程的综合题

一、内容与要求



4 cos 2y y x′′ + =1、微分方程 的特解形式可设为
* ( cos 2 sin 2 )y x A x B x= +

052 =+′−′′ yyy

xeyxey xx 2cos,2sin2 21 ==、以

常系数齐次线性方程为__________________

为解的二阶

例1   填空题

3、求以2xex、sin2x为解的阶数最低的常系数齐

次线性微分方程为 04'8"5'"2)4( =+−+− yyyyy__________________
14 (1) : ( 1) 0 ,x y xy y y x′′ ′− − + = =、已知方程 的一个特解

又知 ，2( 1)xy e x x= − + + 是方程12* −−= xy
(2) : ( 1) ( ) ( )x y xy y f x f x′′ ′− − + = =的两个解，则

方程(2)的通解为



3、求以2xex、sin2x为解的阶数最低的常系数齐

次线性微分方程为 04'8"5'"2)4( =+−+− yyyyy

解：由题意知r=1是特征方程的重根,r=±2i,是特征

方程的根.要使微分方程的阶最低,故特征方程为

(r－1)2(r－2i)(r+2i)=0 

即 r4－2r3+5r2－8r+4=0 

所求微分方程为

04'852)4( =+−′′+′′′− yyyyy

__________________



,0)1(4 1 xyyyxyx ==+′−′′− 的一个特解、已知方程

)1( 2 ++−= xxey x又知 是方程12* −−= xy

.),()()1( 并求通解的两个解，求 xfxfyyxyx =+′−′′−

解: 代入，得将 12* −−= xy 2)1()( −= xxf

是齐次方程的解，xeyy x −=− *


xx exxey =+−=2理知由齐次方程解的叠加原

也是齐次方程的解， 线性无关，且 21 , yy

12
21 −−+= xxCeCy x方程的通解：



例2 求解微分方程
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例2 求解微分方程

解 分离变量
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解： 令 则方程化为：,y p′ =
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y x x C⇒ = − + 0 21, 1xy C= =代入 得 =

特解为： 41 1
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-、 - 的通解4 2 3 4 xy y y e′′ ′− =

解

对应齐次方程通解

特征方程
2 2 3 0,r r− − =

特征根 - ， ，1 21 3r r= =
- 3

1 2 ,x xY C e C e= +

- 是单根，1λ =

-设 * ,xy Axe=

代入方程, 得 -4 4A = 1A = −

-于是 * xy xe= −

原方程通解为
- -3

1 2 .x x xy C e C e xe= + −



例3. (1,0) (0,1),c A B AB P
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已知曲线 过点 及 且 为凸弧， 为曲线

上异于 的任一点，已知弧 与弦 所围的图形的

面积为 的横坐标的立方，求此曲线在[0,1]上的方程。

解. )(xfy =设曲线：
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例4.由坐标原点向曲线的切线所作垂线之长等于切
点的横坐标，求此曲线方程.

)(xfy =设曲线方程为：

)('),( xXyyYyx −=−处的切线方程：在

x
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y即：

解此伯努利方程得令 ,2yz = )(2 xCxy −=

解.

注：例3,4是微分方程的几何应用题

方法：第一步：先建立微分或积分方程；

第二步：求解方程.
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xfy 满足初值问题



特征方程 012 =+r

特征根 ir ±=2,1,

对应齐次方程通解 xCxCY sincos 21 +=

设特解为 )sincos(* xBxAxy +=

0,
2
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注：积分方程往往隐含初始条件.



的解. 

例6.设函数 内具有连续二阶导

(1) 试将 x＝x( y) 所满足的微分方程

变换为 y＝y(x) 所满足的微分方程 ;

(2) 求变换后的微分方程满足初始条件

0))(sin( 3
2

2

=++
dy
dxxy

dy
xd

数, 且

解: (1) 由反函数的导数公式知

22

2

)( y
dy
dxy

dy
xd

′

′′
−=∴ 3)( y

y
′
′′

−=



代入原微分方程得

xyy sin=−′′ ①

(2) 方程①的对应齐次方程的通解为
xx eCeCY −+= 21
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设非负函数 满足微分方程( )( 0)y y x x= ≥ 2−=′−′′ yyx

1, 0x y D= =曲线过原点，其与直线 围成的平面图形

轴旋转的旋转体的体积绕求求，的面积为 yDxyy )2();()1(2 =

1 2(1) y y
x x

′′ ′− = −

])2([
1

1

1

∫ ∫−+∫=′=
−

dxe
x

Ceyp
dx

x
dx

x 21 += xC

2
2

1 2
2
1 CxxCy ++= 0)0( =y 02 =C

2)2
2
1(

1

0

2
1 =+∫ dxxxC又 61 =C

xxy 23 2 +=

ypyp ′′=′′= ,令

例7.

解: 
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